INKONSISTENSI LIMIT FUNGSI TRIGONOMETRI
PADA FUNGSI KOSINUS DAN SINUS

Enos Lolang

Program Studi Pendidikan Matematika
Universitas Kristen Indonesia Toraja
enos@ukitoraja.ac.id

ABSTRAK

Berbagai peristiwa alam memiliki sifat periodik. Medan-medan elektromagnetik terbentuk
pada garis-garis yang periodik jaraknya dari sumber medannya, irama jantung yang
berdetak periodik dengan waktu tertentu, pasang surut, perubehan cuaca, terjadi dalam
jangka waktu yang dapat digambarkan sebagai suatu fungsi periodik. Sifat yang periodik
seperti itu dapat dijelaskan dengan fungsi sinus dan kosinus. Limit fungsi adalah nilai
pendekatan suatu fungsi jika wvariabel fungsi tersebut mendekati nilai tertentu. Limit
memegang peranan penting dalam kalkulus untuk mendefinisikan kontinuitas, turunan,
dan integral. Nilar suatu limit adalah nilai pendekatan suatu fungsi yang diperoleh jika
nilar variabelnya mendekati nilai tertentu. Tetapi penerapan limit untuk menentukan

turunan fungsi sinus dan cosinus tidak konsisten pada pendekatan lin%) f(x) untuk mencari
—

turunan fungst tersebut. Bagian yang mengandung cos, nilai h ~ 0 = 0. Pada bagian
yang mengandung sin,h ~ 0 # 0. Tidak ada teorema atau definisi yang mengatur sifat

seperti itu.

Kata Kunci: Inkonsistensi, limit fungsi trigonometri, sinus, cosinus

I. PENDAHULUAN

Limit fungsi adalah nilai pendekatan suatu fung-
si jika variabel fungsi tersebut mendekati nilai
tertentu. Limit memegang peranan penting da-
lam kalkulus untuk mendefinisikan kontinuitas,
turunan, dan integral. Secara umum, fungsi di-
definisikan sebagai berikut: misalkan A dan B
adalah himpunan-himpunan tak kosong. Suatu
fungsi atau pemetaan dari A ke B adalah subset
f dari pasangan berurutan A X B sedemikian
sehingga untuk setiap a € A terdapat terdapat
satu b € B dimana (a,b) € f. Himpunan A ada-
lah domain, dan himpunan B adalah codomain
dari f.

Fungsi trigonometri berkaitan dengan sudut-
sudut. Model lingkaran satuan pada Gambar 1

menyatakan sinus z (sinz) untuk semua sudut z
yang mungkin. Nilai z dinyatakan dalam radian
(rad). Sudut positif bergerak berlawanan arah
jarum jam dari sebelah kanan sumbu horisontal.
Sudut negatif bergerak searah jarum jam. Setiap
1

skala menyatakan

tersebut memiliki jari-jari 1 satuan.

bagian, sehingga lingkaran

Sinus dari suatu sudut adalah koordinat sum-
bu vertikal dari titik dimana sinar radial memo-
tong lingkaran. Karena lingkaran ini memiliki
jari-jari 1 satuan, maka fungsi sinus tidak akan
pernah bernilai lebih besar dari +1 atau lebih
kecil dari -1. Gambar 1 memperlihatkan situasi
dari suatu sudut sebesar 27 /3 radian (z = 27/3),
yaitu 1/3 rotasi.

Fungsi sudut trigonometri dinyatakan dalam

radian (bukan derajat) kecuali jika dinyatakan
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dalam satuan lainnya secara spesifik. Fungsi si-

sinus

Sinar dari

titik pusat sin x

lingkaran
dengan
jari-jari 1
satuan

setiap skala
bernilai 1/4
satuan

Gambar 1: Model lingkaran satuan untuk fungsi si-
nus. Sudut ¢ dinyatakan dalam radian,
dan divkur dari sisi kanan sumbu hori-
sontal. Setiap skala menyatakan % sa-
tuan.

nus maupun cosinus terdefinisi, kontinu, dan da-
pat didiferensialkan dalam domain himpunan se-
mua bilangan real. Sudut sebesar 27 menyatak-
an rotasi penuh berlawanan arah jarum jam dari
suatu sinar yang berasal dari titik pusat. Sudut
vang lebih besar dari 2 menyatakan rotasi yang
lebih dari satu putaran penuh berlawanan arah
jarum jam. Sudut negatif searah dengan jarum
jam. Sudut —27/3 menyatakan rotasi 1/3 putar-
an searah jarum jam. Sudut —27 menyatakan
rotasi 1 putaran penuh searah jarum jam. Su-
dut yang lebih kecil dari —27 menyatakan rotasi
vang lebih dari 1 putaran penuh searah jarum
jam.

A. Limit Fungsi

Di dalam kalkulus, nilai suatu limit adalah nilai
pendekatan suatu fungsi yang diperoleh jika ni-
lai variabelnya mendekati nilai tertentu. Limit
sangat penting dalam bidang kalkulus dan digu-
nakan untuk mendefinisikan kekontinuan, turun-
an, dan integral.

Misalkan f adalah suatu fungsi yang terdefini-
si dalam interval terbuka yang meliputi bilangan
a, kecuali (mungkin) pada titik a itu sendiri, ma-
ka limit f(x) jika £ mendekati a adalah L, dan

dituliskan:
lim f(z) = L

Tr—a (1)

jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat suatu
bilangan § > 0 sedemikian sehingga

0<|r—a|] <dmaka|f(z)—Ll<e (2)

Karena |z — a| adalah jarak dari z ke a dan
| f(z)—L| adalah jarak dari f(x) ke L, dan karena
¢ adalah sebarang bilangan kecil, maka definisi
limit dapat dinyatakan sebagai berikut.

lim f(z) = L

Tr—ra

(3)

menyatakan bahwa jarak antara f(z) dengan L
dapat dibuat sekecil mungkin dengan memperha-
tikan bahwa jarak dari z ke a cukup kecil (tetapi
tidak 0). Dengan kata lain, ilg}bf(:v) = L me-
nyatakan bahwa nilai f(z) dapat dibuat sedekat
mungkin dengan L, dengan cara membuat z se-
dekat mungkin dengan a (tetapi tidak berimpit
pada titik yang sama). Definisi di atas dapat di-
rumuskan kembali dari tinjauan interval dengan
memperhatikan bahwa ketaksamaan |z — a| < 0
ekivalen dengan —§ < x — a < § yang selanjut-
nya dituliskan a — J < x < a + §. Pernyataan
0 < |z — a| benar jika dan hanya jika x —a # 0
yaitu z # a.
|f(z)—L| < e ekivalen dengan pasangan ketidak-
samaan L —e < f(x) < L+e¢. Karena itu, dalam
bentuk interval, definisi di atas yang dapat dinya-
takan dengan: al}_r)r(ll f(z) = L menyatakan bahwa

Demikian juga, ketidaksamaan

untuk setiap € > 0 (sekecil apapun nilai ¢), da-
pat ditemukan § > 0 sedemikian sehingga jika z
terletak di antara interval terbuka (a — d,a + 0)
dan x # a maka f(z) terletak di dalam interval
terbuka (L —¢e, L+¢). Pernyataan ini dapat diin-

X a fla)y  f(x)

Gambar 2: Diagram fungsi f

terpretasikan secara geometris dengan menggam-
barkan suatu fungsi dengan diagram anak panah,
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dimana f merupakan pemetaaan yang onto sua-
tu subset R ke subset R yang lainnya. Definisi
limit menyatakan bahwa jika terdapat sebarang
interval (L — e, L + ¢) di sekitar L, maka kita
dapat menemukan suatu interval (a — d,a + 0)
di sekitar ¢ sedemikian sehingga f memetakan
semua titik-titik di dalam interval (a — d,a + 0)
(mungkin kecuali a) ke interval (a —9,a+9). In-

-

— ™~
x S f)
e Y
a=48 @ a+s L-g L L+e

Gambar 3: Pemetaan f dalam interval tertentu

terpretasi geometrik lainnya tentang limit dapat
dijelaskan dengan grafik fungsi. Jika terdapat
e > 0 maka kita dapat menggambarkan garis-
garis horisontal y = L + ¢ dan y = L — ¢ dan
grafik f. Jika ;12% f(z) = L maka dapat ditemuk-

Gambar 4: Interpretasi geometrik limit dengan gra-
fik fungsi

an suatu bilangan § > 0 sedemikian sehingga jika
z diletakkan di dalam interval (a — 0, a + 0) dan
x # a maka kurva y = f(z) terletak di antara
garis y = L — e dan y = L + e. Jika nilai ¢
diketahui, maka sebarang nilai § yang lebih ke-
cil akan memenuhi pernyataan tersebut di atas.
Proses yang diilustrasikan dalam Gambar 4 dan
Gambar 5 berlaku untuk untuk semua bilangan
positif € sekecil apapun nilai yang dipilih. Gam-
bar 6 memperlihatkan bahwa jika dipilih nilai
yvang lebih kecil, maka nilai ¢ juga akan lebih ke-
cil.

y
i y=L+e

& }‘9

di sini } 5

a—2~a a+é
jika x di sini

(x# a)

Gambar 5: Kurva y = f(x) terletak di antara garis
y=L—cdany=L+¢

a—>8 a+é

Gambar 6: Jika nilai € lebih kecil, maka nilai 6 juga
akan lebih kecil.

B. Limit Fungsi Trigonometri

Berbagai peristiwa alam memiliki sifat periodik.
Medan-medan elektromagnetik terbentuk pada
garis-garis yang periodik jaraknya dari sumber
medannya, irama jantung yang berdetak perio-
dik dengan waktu tertentu, pasang surut, per-
ubahan cuaca, dan banyak peristiwa lainnya
terjadi secara periodik. Perubahan-perubahan
yvang periodik seperti itu dapat dijelaskan dengan

fungsi sinus dan kosinus.
-1

Sketsa grafik dari fungsi f(z) = pa-
da nilai-nilai x # 1, dapat digambarkan dengan
teknik standar sketsa-kurva. Meskipun demikian
pada titik x = 1 tidak dapat dipastikan nilainya.
Untuk memperoleh gambaran tentang bagaima-
na sifat grafik fungsi f di sekitar titik = 1, di-
gunakan dua himpunan nilai z: satu himpunan
mendekati nilai 1 dari sebelah kiri dan himpunan
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lainnya mendekati 1 dari sebelah kanan (Larson
& Edwards,2018:52). Pada Gambar 8, grafik f

| x mendekati 1 dasi kiri > < » mendekati 1 dari kanan |

[x [ 075 ] 09 [ 09 [099 [ 1 [1001 | 1,01 1,1 [ 125 ]
[ /)] 2313 | 2710 | 2970 | 2,997 | 2 | 3,003 | 3,030 | 3,310 | 3.813 |

| Ax) mendekati 1 dari kiri > < £(x) mendekati 1 dari kanan |

Gambar 7: Pendekatan nilai f(x) untuk x =1

berbentuk parabola yang memiliki celah pada ti-
tik (1,3). Meskipun z tidak dapat bernilai sama
dengan 1, kita tetap dapat membuatkan sede-
kat mungkin dengan 1, sehingga f(x) bergerak
mendekati 3. Dengan menggunakan notasi limit,
i;rri f(z) = 3. Penjelasan ini mengarah pada de-
finisi informal limit. Jika f(z) mendekati suatu
bilangan L pada saat £ mendekati ¢ dari kiri ma-
upun kanan, maka limit f(x) saat £ mendekati ¢
adalah L. Limit ini dituliskan i;rnc flz) = L.

lim f(x) =3
limf)=3 4

(1, 3)

Gambar 8: lim f(z) #3
rz—1

Nilai pendekatan limit secara numerik dan se-
cara geometris menghasilkan nilai perkiraan un-
tuk limit. Jadi, setidak-tidaknyaada tiga pende-
katan untuk menentukan nilai limit suatu fungsi.
Ketiga pendekatan tersebut adalah

1. Pendekatan numerik (menyusun tabel nilai-
nilai)

2. Pendekatan grafis (menggambar grafik se-
cara manual maupun dengan menggunakan
software komputer)

3. Pendekatan analitis (dengan menggunakan
aljabar atau kalkulus)

Salah satu limit fungsi trigonometri yang pa-
sin h

ling penting dan fundamental adalah }llir%
—

1 dengan h dinyatakan dalam radian (Yates,
1961:37). Misalkan 6 adalah sudut pusat AOP

| T
P
tan 8
! 8
ol A8 M 1A
|
I
l o
I tan@
Q
R

sin 6

Gambar 9: lim = 1,0 dalam radian

6—0

dari suatu lingkaran berjari-jari OA = 1 seper-
ti terlihat pada Gambar 11. Garis PMQ tegak
lurus terhadap OA dan RT menyinggung ling-
karan di titik A. Jika 6 dinyatakan dengan ra-
dian, maka luas daerah sektor lingkaran yang
berjari-jari r dengan sudut pusat 6 adalah %7“29.
Jadi luas daerah sektor OAP adalah 6. Lu-
as daerah tersebut dan luas segitiga OQP dan
ORT dapat dilihat bahwa untuk 0 < 6 < pi/2,
bahwa OQMP < OQAP < ORAT. Karena
OM = cosf,QP = 2sinf, dan RT = 2tan@
ketidaksamaan ini dapat ditulis menjadi

sinfcosf < 0 < tand

(4)

atau

1
cos b

cosf <

(5)

Nilai-nilai ini dapat disusun pada garis bilangan

sin 6

seperti gambar di bawah ini
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Gambar 10

Jika 0 — 0 maka cos@ — 1 dan — 1. Ka-

cosf

rena nilai St dan — selalu berada di antara
sin
in 6
cos dan —— maka —— — 1 dan S — 1.
osf sin 0 0

C. Turunan Fungsi Sinus

Grafik fungsi untuk nilai z antara —37 dan 37
berbentuk kurva padat seperti diperlihatkan pa-
da Gambar 11. Karena bentuknya menyerupai
gelombang maka kurva sinus sering dinamakan
gelombang sinus. Jika diuji lebih lanjut, dapat
dilihat bahwa kemiringannya 0 ketika grafik ter-
sebut mencapai titik maksimum lokal (crest) ma-
upun minimum lokal (trough). Setiap titik mak-
simum maupun minimum terjadi pada rotasi i
putaran atau 7/2 rad. Kedua kurva tersebut
memotong sumbu z pada setiap titik dimana ke-
miringannya maksimum atau minimum. Grafik

Nilai fungsi
3 J—
2 -
- 1 ohe -,
/ Ao ~
s AN K
e A ErA A A
i N i’ k) " ,o' %,
[ \ y | ¥ \ X
Rl h K ) R
: * . . .
’ N - 5 J “Sﬂ
r . ¥ ‘l ’ .
/ "¢ g N .
f(x) = sin x -2 f(x) = cos x
-3+

Gambar 11: Turunaen sinz adalah cosx

kemiringan fungsi sinus yang menyatakan turun-
an fungsi sinus itu sendiri pada banyak titik di
sepanjang sumbu z, terlihat bahwa grafik turu-
nannya membentuk gelombang lain, yang diper-
lihatkan dengan garis putus-putus dalam Gam-

bar 11. Grafik turunan tersebut memiliki bentuk
dan ukuran yang sama dengan gelombang sinus.

Pada Gambar 11, terlihat bahwa gelombang
turunan bergeser sejauh 7/2 rad ke sebelah ki-
ri gelombang aslinya. Jarak pergeseran ini sering
dinamakan pajang gelombang perempat (quarter
wavelength) atau seperempat lingkaran (quarter
cycle). Pada contoh ini, garis putus-putus me-
Oleh karena itu, jika
kita mendiferensialkan f(z) = sinz akan dipero-
leh f'(x) = cosx.

Untuk menentukan turunan dari f(x) = sinz,

nyatakan fungsi cosinus.

dengan z dinyatakan dalam radian, kita meng-
kombinasikan limit dan Teorema dengan identi-
tas penjumlahan sudut fungsi sinus sebagai ber-
ikut. sin(z + h) = sinzcosh + sinhcosz. Jika
f(x) = sinz, maka

sin(x 4+ h) — sin(x)

, )
z) = lim
f ( ) h—0 h
. sinxzcosh+coszsinh —sinx
= lim
h—0 h
5 sinz(cosh — 1) + coszsinh
= lim
h—0 h
. . cosh—1 . sinh
= sinz lim ———— +cos z lim
h—0 h—0
limit 0 limit 1
= CcosT

d
Karena itu — (sinz) = cos z.

Dalam hal ini terjadi inkonsistensi penyelesa-

ian nilai limit dalam baris kedua dari terakhir.
cosh—1 dihi
ihi-

Bagian pertama (limit 0), }llimo

H
tung dengan pemahaman bahwa nilai cosh™1 =
akibatnya

0 karena cosh =

h—1
lim S% 7% — 0 dengan nilai h ~ 0 = 0 pa-
h—0 h
da pembilang dan h # 0 pada penyebut. Pada

sin h

h
na untuk A — 0, sinh ~ h dengan h # 0. Pada

bagian ini nilai A ~ 0 # 0 karena jika h ~ 0 =0

cos0 = 1,

bagian selanjutnya (limit 1) Illir% ~ 1, kare-
N

maka S akan bernilai 0. Dapat dilihat adanya

inkonsistensi A — 0 dalam sin h dengan cos h.
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D. Turunan Fungsi Cosinus

Grafik fungsi g(x) = cosx untuk nilai-nilai « an-
tara —3m dan 37 diperlihatkan dengan kurva pa-
dat dalam Gambar 12. Gelombang ini, seperti
gelombang sinus, memiliki kemiringan 0 pada sa-
at grafiknya mencapai maksimum lokal atau mi-
nimum lokal. Juga, seperti pada gelombang si-
nus, titik dengan kemiringan maksimum atau mi-
nimum terjadi pada 7/2 rad. Satu-satunya per-
bedaan antara gelombang cosinus dan sinus ada-
lah perbedaan letaknya pada sumbu horisontal,

yang dinamakan fase. Jika kita menggambarkan

Nilai fungsi

Gambar 12: Turunan cosinus adalah negatif sinus

kemiringan grafik fungsi cosinus pada banyak ti-
tik, akan terlihat bahwa grafik turunannya juga
berbentuk grafik sinusoid lainnya, seperti terli-
hat pada Gambar 3. Gelombang turunan ber-
geser sejauh 7/2 rad ke sebelah kiri gelombang
aslinya. Grafik turunan yang baru ini merupak-
an gelombang sinus "terbalik". Jadi grafik tu-
runan tersebut merupakan negatif dari fungsi si-
nus. Jika g(r) = cosz maka turunannya adalah
g (z) = —sinz.

E. Aturan de ’Hopital

Bentuk-bentuk limit yang menghasilkan nilai 0/0
dan oco/oo dinamakan bentuk tak tentu (inde-
terminate) karena bentuk tersebut tidak menja-
min bahwa limit suatu fungsi ada, dan juga ti-
dak menunjukkan bentuk limit tersebut jika ada.
Bentuk-bentuk tak tentu dapat diselesaikan de-
ngan aturan yang ditemukan oleh ahli matemati-

ka Perancis, G.F.A. de I’'Hopital pada tahun 1969
(Struik, 1963:257), yang dikenal dengan nama
I’Hopital menyatakan bahwa
/
@) [ o
v=a g(z)  g'(a)
Tidak semua bentuk tak tentu dapat dihitung
dengan menggunakan teknik-teknik manipulasi
aljabar.
si transenden dan juga bentuk aljabar biasa se-

Bentuk limit yang mengandung fung-

ringkali tidak dapat diselesazikan dengan manipu-
X

lasi aljabar, misalnya hm akan mengha-
silkan bentuk tak tentu 0 /0. Dengan menulisk-
an kem;oah pernyataan tersebut, akan diperoleh
T
lim ( - )
z—0 X X

tentu lainnya, yaitu co—oo. Dengan bantuan per-

yang menghasilkan bentuk tak

angkat lunak komputer dapat diperkirakan nilai
limit tersebut sama dengan 2. Karena subtitusi
langsung akan menghasilkan bentuk 0/0, maka
digunakan aturan de 'Hopital.

d
2x - [€2x — 1)]
lim 1 — limdr -
z—0 x z—0 d
ar [z]
) 262$
= lim
z—0 1
= 2
621 _
Jadi lim bukannya bernilai 0/0 melaink-
z—0 xT

an sama dengan 2.
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